1.3 Divisibilidade
Teorema 1.3.1 (Algoritmo da Divisio)

Sejam n,m € Z tais que m # 0. Entao, existem dois tinicos inteiros q e r
tais que

n=mq-—+ r‘/
N
com 0 < r < |mj. Quociente
Exemplo:
Dividendo i
n=172. m=20 0 Divisor
! 160 [
Entao, 172= 20x8+12 7 @ Quociente
N\
. \
n=172, m=-20 \ 172 =20x8 +12
T

172=20x8+12 = 172=-20x(-8)+12

N
q




1.3 Divisibilidade

Teorema 1.3.1 (Algoritmo da Divisio)

Sejam n,m € Z tais que m # 0. Entao, existem dois tinicos inteiros q e r
tais que

n= mq -+ r‘/
N
com0 =< r< |m| Quociente
Exemplo:
n=172, m=20 =-172, m=20
T
Entdo, 172=20x8+12 172=20x8+12 = -172=-20x8 -12
\ g )
-172= 20x(-8) -12
n=172, m=-20
r éf
' _
172=20x8+12 = 172=-20x(-8)+12 -172=20x(-8) -12 +20-20
v\q N il

-172=20x(-9) +8
\




Sistema Decimal:

— 92 %102+ 5x 10t +6 x 109

r = 250
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Sistema Binario:

*

x =245 = rp2% 41257 4o 528 420 420

PR E E b1,

245 | 9

r()@)\ 122 | 9
©) 61 | 2 v =245 = (11110101),
ry \®‘ 30 | ) —




Geralmente:

O algoritmo da divisao justifica a representacao usual dos inteiros.

Seja@um inteiro. Sendo x um inteiro positivo,

(Algoritmo da Divisdo)

X=1tqog+rg, com0< rg<t

/ (Algoritmo da Divisdo)

go— tqn +n,com0< n <<t

/ (Algoritmo da Divisdo)

(Algoritmo da Divisdo)
k-2 = tqk—1 + rk—1, com 0 < rp_ <t
(Algoritmo da Divis3o)
Gk—1 = tqx + r, com 0 < e < t.

I
0

O processo termina quando g, = 0. 9k—1 = Tk

(Tem-seque 0 <3,,<...<Q,<q;<Qgy<X)

Eliminando os quocientes g;, obtemos




(Algoritmo da Divisao)
X

tgo+rn,com0<rpg<t

(Algoritmo da Divisdo)

Go=1tqr+rn,com0<n <t
/
2/

(Algoritmo da Divisdo)
Gk—2 = tqx—1 + rk—1, com 0< r_y <t

/ (Algoritmo da Divisdo)

gk—1 = tqx + g, com 0 < re < t.

O processo termina quando g, = 0.

Eliminando os quocientes g;, obtemos| i1 = 1
Q-2 = TRl + Tp—1
Qr—g = Tkt + Tp1t + T

X == (rkrk_l P rlro)t

o = ?”;;_tk_l -+ '?",rg_ltk'_z == w20

Representacao base t \

k—1

x:rkrk+rk_1r + vin = R+ D,




Relacao de Divisibilidade

X = / . Considere arelagdo | definida por:a,b & 7,

(k€ Z) b= ak
N\

b é multiplo de a

b (a divide b) <«

b=

Observacgao: (a é divisor de b)

(N,
(Z,

) € um c.p.o..

) nao é c.p.o.. A relacao nao é anti-simétrica em Z

Maximo divisor comum

Dados dois nidmeros inteiros ndo nulos(a)e(h, denotamos por

mdc{a, b}

0 seu maximo divisor comum.




Definicao 1.3.2
Dados dois nimeros inteiros nao nulos a e b, chama-se

maximo divisor comum de a e b

ao numero natural d (caso exista), tal que:
Q d|a e d|b;

Q@ Sec e Z étal que cla e c|b entdo c|d.

Exemplos:
mdc{6.9} =3 pois: @ 3|6 e 3|9
@ Se |6 e |9 entao

r 0

0 = Ckl Y = Cllﬂ-g Aflﬁ_ A.'-g e 7
Logo,
3=9—6=chky—cky = c(ky— k)

1\ v J
5 K

ou seja, ¢




mdey 6, =9} =mdc{6,9} =3
mde{51975, 31752} = ?

51975 | 3+« 31752] 2
17325 3 «— 13876 2
5775 5 7938 | 2
[155] 3 «— 3969 | 3 «—
385 5 1323 3 — mdc{51975, 31762} =
77 11 4411 3 + - f & %
7| 7 — 147 3 =3 Xa X aX T=189
l 491 7 . -
71 7 Muitos calculos
Decompor em factores Primos l

Decompor em factores Primos




Algoritmo de Euclides (300 a.c.)

Teorema 1.3.3: (Existéncia e unicidade do mdc)
Dados dois niimeros inteiros nao nulos a e b, existe um tnico nimero
natural d (designado por maximo divisor comum de a e b) tal que:

Q dl|a e d|b;
Q Secce Z € tal que cla e c|b entdo cld.

Demonstracdo. [Algoritmo de Euclides] Determinamos sucessivamente os
inteiros gi e r;, 1 <1< k41 (com k > 2), tais que
~— (Algoritmo da Divisao)

a=(by +(n) . 0<n <|b|.

b:@32+@, O<r2<r1“/
o =(qs + () 0<f3<!’2_~./(
r :@Q4+_~ O<n<rn,”

(Algoritmo da Divisao)

(Algoritmo da Divisao)

Algoritmo da Divisdo)




(Algoritmo da Divisao)

a =B +1) . 0<n <|b|.

(Algoritmo da Divisao)

b= (2 +() , O<m<n.+~
L (Algoritmo da Divisdo)
rn =(qs + () O<n<n,
L (Algoritmo da Divisdo)
FzZ@%wL_-. O<n<n,
mde{ a. b - (Algoritmo da Divisao)
/\

M —2 :@Qk +r. O <re <nrme—1.

AN |

Mk—1 = rkGk+1 - rk—1 = 0.

Algoritmo da Divisdo)

Rl ity oo S SR | eI e e FE R PN o RN B e o M U B
INESLAS CDHDI(;DES, = .-"k VEIiTnicCa a5 CDHGI(;DES kl} e \2) (0O Leorermnd € € unico.

Q dlaed|b;
Q Sec e€Z étal que cla e c|lb entao c|d.




Exemplo: Utilizar o algoritmo de Euclides para calcular mdc{ 51975, 31752}

(Algoritmo da Divisao)
51975 = 31752 -1 + 20223

/ / (Algoritmo da Divisdo)
31752 = 20223 -1 | 11529

/ / (Algoritmo da Divisdo)
20223 = 11529 - 1 + 8694

/
11529 = 8694 - 1 4 2835

/ (Algoritmo da Divisdo)
3 + 1189

/
2835 = 189 - 15 + 0.

(Algoritmo da Divisdo)

(Algoritmo da Divisdo)

Assim, mdc{51975,31752} =[1809.




189 = mdc{51975,31752} Igualdade de Bezout

51975 = 31752 -1 + 20223 «—

31752 = 20223 - 1 + 11529 «— 189 = 8694 —2835.3

20223 = 11529 - 1 + 8694 «— . _ B ,
11529 — 8694 - 1 + 2835 «— = 8094 — (11529 —80694) - 3
8694 — 2835 - 3 —[189] «— — 8694 .4 — 11529 .3

2835 =189-.15—-0
ek — (20223 — 11529) -4 — 11529 - 3

— 20223 -4 — 11529 . 7
= 20223 -4 — (31752 — 20223) - 7
Coeficientes da o 11 -
igualdade de Bezout = 20223 - 11 = 31752 -7
= (51975 —31752) .11 — 31752 -7
—=519/5 .11 — 31752 .18 .

Assim 189 = 51975 - 11 4 31752 - (—18).
— —— ——

mdc{a,b} a b mdc{a,b}= am + bn




Teorema 1.3.4: (Igualdade de Bezout)

Dados dois numeros inteiros nao nulos a e b, existem niimeros inteiros m e
n (designados por coeficientes da lgualdade de Bezout) tais que

mdc{a, b} = am+ bn.

Demonstracao. Seja d = mdc{a, b}. Pelo Algoritmo de Euclides, temos

a=bq+n, 0<n <|b
b=ngp+mn, 0<n<n (1)
n=ng+mn, 0<rg<nmn

Mo =19 +d . 0<d=rn < n_y,
para certo k € N. Entdo, d — r,_» — ri—1qx (%) e, mais geralmente, para
ie{l,....k}, i=rico—ri_1q;i (*x) (tomando iy = be r_y = a). Assim,
partindo de () e substituindo sucessivamente cada r; usando (*x), obtemos d

como combinacdo linear de a e de b. []




Observacao

Os coeficientes da Igualdade de Bezout, para dois niimeros inteiros nao
nulos dados, ndo s3o Unicos. Por exemplo, 1 = mdc{2,3} e temos

L= Q=1 3+ 1= 224§ (=1) = 2-(=4) $ 3-8 = :0: .



